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3 Komparative Statik

Literatur:

� Hoy et.al. (2001), Chapter 14.

� Chiang (1984), Chapter 6-8.

3.1 Einf�uhrung

�Okonomen interessieren sich h�au�g daf�ur, welche Auswir-
kungen die Ver�anderung eines exogenen Parameters auf eine
gegebene Situation hat:

� Auswirkung einer Erh�ohung der Mehrwertsteuer auf den
Gleichgewichtspreis auf einem Markt.

� Auswirkung einer Preiserh�ohung eines Inputgutes (z.B.
Roh�ol) auf den Einsatz anderer Inputg�uter (Arbeit, Ka-
pital).

� Auswirkung einer Ver�anderung der Geldmenge auf Zins-
niveau und Besch�aftigung.

� Auswirkung einer Ver�anderung des Wechselkurses auf
Import- und Exportnachfrage, etc.

c
 Klaus Schmidt 2001
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In diesem Kapitel werden wir eine allgemeine Methode ken-

nenlernen, mit der man solche komparativ statischen Ana-

lysen durchf�uhren kann.

3.2 Beispiel 1: Auswirkung einer Einkom-

mens�anderung auf das Marktgleichgewicht

Betrachten Sie ein einfaches Marktmodell mit linearenNach-
frage- und Angebotskurven:

D(p; y) = a� bp + cy ; a; b; c > 0

S(p) = � + �p ; �; � > 0

Dabei ist p der Marktpreis und y das Einkommen der Kon-
sumenten.

�Ubung: Berechnen Sie die inversen Angebots- und Nach-
fragekurven und stellen Sie das Gleichgewicht graphisch
dar. Zeigen Sie, da� ein Gleichgewicht nur existiert, wenn
a + cy > �.
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Berechnung des Gleichgewichts:

D(p�; y) = a� bp� + cy = � + �p� = S(p�)

p� =
a� � + cy

b + �

x� = � + �
a� � + cy

b + �

Wie ver�andert sich der Gleichgewichtspreis, wenn sich y
ver�andert?

Der Gleichgewichtspreis ist eine implizite Funktion von y:

p�(y) =
a� �

b + �
+

c

b + �
y

Ableiten nach y ergibt:

dp�

dy
=

c

b + �
> 0
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3.3 Beispiel 2: Das Monopolproblem des
Lehrbuchverlages

Betrachten Sie erneut das Beispiel aus Kapitel 1.2, bei dem
der Verlag dem Autor einen Tantiemensatz t als Anteil am
Erl�os zahlen mu�. Wie ver�andert sich die optimale Menge
des Verlages, wenn sich t ver�andert?

Maximierungsproblem des Verlages:

max
x

(1� t)(a � bx)x� cx

Bedingung erster Ordnung:

dG

dx
= (1� t) � [�bx + a� bx]� c = 0

Die Funktion ist global konkav. Also gilt:

x� =
a� c

1�t

2b

Die optimale Menge des Monopolisten ist eine implizite
Funktion von t. Ableiten nach t ergibt:

dx�

dt
= �

c

2b(1 � t)2
< 0
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3.4 Das implizite Funktionentheorem bei
einer endogenen Variablen

In den beiden Beispielen haben wir den Gleichgewichtspreis
bzw. den optimalen Produktionsplan des Monopolisten ex-
plizit ausgerechnet, um komparative Statik betreiben zu
k�onnen. In diesen Beispielen war das ganz einfach. Im Nor-
malfall ist dieses Verfahren jedoch nicht zu empfehlen:

� In den meisten F�allen sind die Funktionen gar nicht be-
kannt. Wir kennen nur bestimmte Eigenschaften der
Funktionen, z.B. da� die Nachfrage mit dem Einkom-
men steigt und mit dem Preis sinkt, oder das die inver-
se Nachfragefunktion des Monopolisten mit der Menge
f�allt.

� Selbst wenn die Funktionen bekannt sind, sind sie h�au�g
so kompliziert, da� es sehr aufwendig w�are, eine L�osung
explizit auszurechnen.

Darum ist es sehr n�utzlich, das Problem etwas allgemeiner
zu betrachten. Wir beginnen mit dem Fall einer abh�angigen
Variablen:

Angenommen, wir betrachten ein �okonomisches Modell, des-
sen L�osung durch eine Gleichung der Form

f(x; �) = 0
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beschrieben werden kann.

Beispiele:

� Marktmodell aus Beispiel 1. Gleichgewicht wird beschrie-
ben durch die Gleichung

D(p; y)� S(p) = 0

Hier ist f(x; �) also D(p; y)� S(p), wobei p die Rolle
der abh�angigen Variablen x spielt und y die Rolle des
Parameters (der exogenen Variablen) �.

� Monopolmodell aus Beispiel 2: Optimaler Produktions-
plan wird beschrieben durch die Gleichung

(1� t) � [a� 2bx]� c = 0

Hier ist f (x; �) also (1 � t)[a � 2bx] � c, wobei die
ausgebrachte Menge x die abh�angige Variable und der
Tantiemensatz t der exogene Parameter ist.

Der folgende Satz folgt aus dem Impliziten Funktionen-
theorem und erlaubt es, solche Probleme allgemein zu
l�osen.
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Theorem 3.1 Gegeben sei

f (x; �) = 0 :

Dabei sei f(x; �) eine stetig di�erenzierbare Funk-

tion mit @f
@x
6= 0 an der Stelle (x; �). Dann gilt:

dx

d�
= �

@f(x;�)
@�

@f(x;�)
@x

Beweisidee: Wenn sich der Parameter � ver�andert, dann
wird sich auch die endogene Variable x ver�andern. Nehmen
wir an, da� x eine di�erenzierbare Funktion x(�) von � ist.
Dann k�onnen wir schreiben:

f(x(�); �) = 0

Wenn wir beide Seiten dieser Gleichung nach � total di�e-
renzieren, erhalten wir (Kettenregel!):

@f(x; �)

@x
�
dx

d�
+
@f(x; �)

@�
= 0 :

Wenn @f
@x
6= 0, dann k�onnen wir nach dx

d�
au
�osen und er-

halten
dx

d�
= �

@f(x; �)=@�

@f(x; �)=@x

Hausaufgabe: Benutzen Sie Theorem 3.1 um in den bei-
den Beispielen dp�

dy
und dx�

dt
direkt auszurechnen. In Beispiel
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2 sollten Sie auf dx�

dt
= �a�2bx�

(1�t)2b kommen. Warum ist das

dasselbe wie dx�

dt
= � c

2b(1�t)2
?

Jetzt wenden wir Theorem 3.1 in den Beispielen 1 und 2
auf allgemeine Funktionen an.

Beispiel 1: Die Gleichgewichtsbedingung lautet

D(p; y)� S(p) = 0 :

Theorem 3.1 impliziert

dp�

dy
= �

Dy

Dp � Sp

:

Wenn wir wissen, da� Dp < 0 und Sp > 0 ist, dann ist der
Nenner negativ und es gilt:

dp�

dy
� 0 , Dy � 0

Der Gleichgewichtspreis steigt also mit dem Einkommen ge-
nau dann, wenn die Nachfrage eine steigende Funktion des
Einkommens ist, d.h., wenn es sich bei dem Gut um ein
normales und kein inferiores Gut handelt.

Beispiel 2: Die inverse Nachfragefunktion P (x) des Lehr-
buchverlages ist nicht notwendigerweise linear. Angenom-
men, wir wissen nur, da� P 0(x) < 0. Die Bedingung erster
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Ordnung f�ur das Gewinnmaximierungsproblem des Mono-
polisten ist:

(1� t)[P 0(x)x + P (x)] � C 0(x) = 0

Theorem 3.1 impliziert

dx

dt
= �

�[P 0(x)x + P (x)]

(1� t)[P 00(x)x + 2P 0(x)]� C 00(x)
:

Was k�onnen wir �uber diesen Ausdruck sagen?

� Aus der Bedingung erster Ordnung wissen wir, da�

(1� t)[P 0(x)x + P (x)] = C 0(x) :

Das impliziert

�[P 0(x)x + P (x)] = �
C 0(x)

1� t
< 0

� Ausserdem wissen wir, da� die Gewinnfunktion am ge-
winnmaximalen Punkt konkav sein mu� (Bedingung zwei-
ter Ordnung), d.h., da�

d2G

dx2
= (1� t)[P 00(x)x + 2P 0(x)]� C 00(x) < 0 :

Das ist aber genau der Nenner des obigen Ausdrucks.

Also gilt:

dx

dt
= �

�[P 0(x)x + P (x)]

(1� t)[P 00(x)x + 2P 0(x)]� C 00(x)
< 0 :
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Wir k�onnen also festhalten, da� eine Erh�ohung des Tantie-
mensatzes immer zu einer Verringerung der Ausbringungs-
menge des Verlages f�uhren wird, ganz gleich ob die Nach-
fragefunktion linear ist oder nicht.

Beachten Sie:

1. Im ersten Beispiel ist die Funktion f(x; �) eine Gleich-
gewichtsbedingung. Im zweiten Fall ist sie eine Bedin-
gung erster Ordnung aus einem Maximierungsproblem.
Obwohl das sehr unterschiedliche Probleme sind, ist das
Verfahren in beiden F�allen dasselbe.

2. Wenn wir komparative Statik zu einem Maximierungs-
problem betreiben, dann k�onnen wir die Bedingung zwei-
ter Ordnung oft benutzen, um das Vorzeichen der be-
trachteten Ver�anderung zu bestimmen. Sei g(x; �) die
Zielfunktion eines Maximierungsproblems. Dann ist die
Bedingung erster Ordnung f�ur ein Maximimum @g(x;�)

@x
=

0. Das entspricht der Funktion f(x; �) in Theorem 3.1.
Au�erdemmu� bei einemMaximum die Bedingung zwei-

ter Ordnung erf�ullt sein: @2g(x;�)
@x2

< 0. Also ist @f(x;�)
@x

<
0. Also mu� gelten:

sign

0
B@
dx

d�

1
CA = sign

0
BBB@�

@f(x;�)
@�

@f(x;�)
@x

1
CCCA = sign

0
BB@
@f(x; �

@�

1
CCA
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3.5 Das implizite Funktionentheorem bei
mehreren endogenen Variablen

Wir betrachten jetzt den Fall, bei dem die L�osung unse-
res �okonomischen Problems durch n Gleichungen beschrie-
ben wird, die von n endogenen und m exogenen Variablen
abh�angen.

f 1(x1; : : : ; xn; �1; : : : ; �m) = 0
f 2(x1; : : : ; xn; �1; : : : ; �m) = 0

... ... ...
fn(x1; : : : ; xn; �1; : : : ; �m) = 0

Beispiele:

1. Ein allgemeines Gleichgewichtsmodell mit n + 1 M�ark-
ten, das durch n Gleichgewichtsbedingungen beschrie-
ben wird (warum nur n?) Es gibt n endogene Varia-
blen(welche?) und verschiedene exogene Parameter (z.B.
verschiedene Steuers�atze, mit denen die Transaktionen
auf den verschiedenen M�arkten besteuert werden). Die
Frage lautet, wie sich die Gleichgewichtsallokation ver�andert,
wenn sich die Parameter (z.B. die Steuern auf Arbeit,
Kapital, Konsumg�uter, etc.) �andern.

2. Ein Maximierungsproblem mit mehreren k Kontrollva-
riablen und l Nebenbedingungen in Gleichheitsform. Hier
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gibt uns der Lagrange-Ansatz n = k + l Bedingun-
gen erster Ordnung (die Ableitungen nach den Kontroll-
variablen und nach den Lagrange-Parametern). Diese
k�onnen wiederum von bestimmten exogenen Parame-
tern abh�angen.

Theorem 3.2 Wenn das Gleichungssystem

f 1(x1; : : : ; xn; �1; : : : ; �m) = 0
f 2(x1; : : : ; xn; �1; : : : ; �m) = 0

... ... ...

fn(x1; : : : ; xn; �1; : : : ; �m) = 0

eine L�osung x�1; x
�
2; : : : x

�
n hat, so da� die x

�
1; x

�
2; : : : x

�
n

di�erenzierbare Funktionen der exogenen Variablen

�1; : : : ; �m sind, dann gilt:

@x�i
@�j

=
jFijj

jF j

f�ur i = 1; : : : ; n; j = 1; : : : ; m wobei jF j 6= 0 und

jF j =

����������������

f 1
1 f 1

2 � � � f 1
n

f 2
1 f 2

2 � � � f 2
n

... ... ...

fn
1 fn

2 � � � fn
n

����������������

jFijj wird gebildet, in dem die ite Spalte in jF j er-
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setzt wird durch die jte Spalte der n�m Matrix
0
BBBBBBBBBBB@

�f 1
�1
�f 1

�2
� � � �f 1

�m

�f 2
�1
�f 2

�2
� � � �f 2

�m
... ... ...

�fn
�1
�fn

�2
� � � �fn

�m

1
CCCCCCCCCCCA

Beweisidee: Betrachten Sie ein Gleichungssystem mit zwei
endogenen und zwei exogenen Variablen:

f 1(x1; x2; �1; �2) = 0

f 2(x1; x2; �1; �2) = 0

Wir nehmen an, da� eine L�osung (x�1(�1; �2); x
�
2(�1; �2))

existiert, so da� die x�i (�1; �2) di�erenzierbare Funktionen
von (�1; �2) sind. Also gilt:

f 1(x�1(�1; �2); x
�
2(�1; �2); �1; �2) = 0

f 2(x�1(�1; �2); x
�
2(�1; �2); �1; �2) = 0

Wir di�erenzieren beide Gleichungen (total) nach �1 und
erhalten:

f 1
1

@x�1
@�1

+ f 1
2

@x�2
@�1

+ f 1
�1

= 0

f 2
1

@x�1
@�1

+ f 2
2

@x�2
@�1

+ f 2
�1

= 0

Dieses lineare Gleichungssystem k�onnen wir in Matrizenform
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schreiben:
0
BB@
f 1
1 f 1

2

f 2
1 f 2

2

1
CCA

0
BB@
@x�1=@�1

@x�2=@�1

1
CCA =

0
BB@
�f 1

�1

�f 2
�1

1
CCA

Dieses Gleichungssystem hat nur dann eine L�osung, wenn

jF j =

��������

f 1
1 f 1

2

f 2
1 f 2

2

��������
= f 1

1f
2
2 � f 2

1f
1
2 6= 0

Jetzt k�onnen wir Cramers Regel anwenden und erhalten:

@x�1
@�1

= jF11j=jF j =

��������

�f 1
�1

f 1
2

�f 2
�1

f 2
2

��������
=jF j =

�f 1
�1
f 2
2 + f 2

�1
f 1
2

jF j

@x�2
@�1

= jF21j=jF j =

��������

f 1
1 �f 1

�1

f 2
1 �f 2

�1

��������
=jF j =

�f 1
1f

2
�1

+ f 2
1f

1
�1

jF j

Zur Erinnerung: Cramers Regel

Betrachte ein lineares Gleichungssystem in Matrixschreib-
weise 0

BBBBBB@

a11 � � � a1n
... ...
an1 � � � ann

1
CCCCCCA

0
BBBBBB@

x1
...
xn

1
CCCCCCA

=

0
BBBBBB@

b1
...
bn

1
CCCCCCA

oder Ax = b. Die L�osung f�ur xi ist gegeben durch

xi =
jAij

jAj
;

wobei Ai die Matrix A ist, in der die ite Spalte durch den
Vektor b ersetzt wurde.
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3.6 Anwendung: Ein einfaches IS-LM Mo-
dell

G�utermarkt: In einer geschlossenen Volkswirtschaft m�ussen
die Ersparnisse, S, gleich den Investitonen, I , sein.

� S = S(Y; r), Ersparnisse h�angen ab vom Volkseinkom-
men, Y , und vom Zins, r, SY > 0; Sr > 0.

� I = I(r), Investitionen h�angen ab vom Zins, Ir < 0.

Geldmarkt: Das Geldangebot,M , mu� gleich der Geldnach-
frage, L, sein.

� M ist ein exogener Parameter, der von der Zentralbank
gesetzt wird.

� L = L(Y; r), Geldnachfrage h�angt vom Volkseinkom-
men und vom Zins ab, LY > 0, Lr < 0

Allgemeines Gleichgewicht:

S(Y; r)� I(r) = 0

M � L(Y; r) = 0

Zwei Gleichungen mit zwei endogenen Variablen (Y; r) und
einer exogenen Variablen M .

Komparative Statik: Wie ver�andern sich Volkseinkom-
men und Zins, wenn sich die Geldmenge ver�andert?
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F =

0
BB@
SY Sr � Ir
�LY �Lr

1
CCA

Beachten Sie, da�

jF j = �SYLr + LY (Sr � Ir) > 0 :

Darum gilt nach Theorem 3.2:

@Y

@M
=

��������

0 Sr � Ir
�1 �Lr

��������

jF j
=

0 + (Sr � Ir)

jF j
> 0

@r

@M
=

��������

SY 0
�LY �1

��������

jF j
=
�SY + 0

jF j
< 0

Wir sehen also sofort, da� eine Erh�ohung der Geldmenge
im IS-LM Modell das Volkseinkommen erh�oht und den Zins
senkt. Beachten Sie, da� wir f�ur dieses Resultat keine An-
nahmen an die funktionelle Form der verschiedenen Funk-
tionen machen mu�ten. Wir haben lediglich Annahmen an
die Vorzeichen der ersten Ableitungen dieser Funktionen ge-
macht.
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3.7 Anwendung: Die Slutzky-Gleichung

Betrachten Sie das Nutzenmaximierugsproblem eines Ko-
sumenten mit einer strikt quasikonkaven Nutzenfunktion:

max
x1;x2

u(x1; x2)

unter der Nebenbedingung

p1x1 + p2x2 = m

Aus der Lagrangefunktion zu diesem Problem erhalten wir
die folgenden Bedingungen erster Ordnung f�ur ein Nutzen-
maximum:

u1(x1; x2)� �p1 = 0

u2(x1; x2)� �p2 = 0

m� p1x1 � p2x2 = 0

Das sind drei Gleichungen mit drei endogenen Variablen
(x1; x2; �) und drei exogenen Variablen (p1; p2; m).

Komparative Statik: Wie ver�andern sich die Nachfrage
nach Gut 1, x�1, wenn sich der Preis p1 und das Einkommen
m ver�andern?

F =

0
BBBBBB@

u11 u12 �p1
u21 u22 �p2
�p1 �p2 0

1
CCCCCCA
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Was wissen wir �uber das Vorzeichen von jF j?. Die Nutzen-
funktion des Konsumenten ist strikt quasikonkav. Also mu�
gelten ������������

u11 u12 u1

u21 u22 u2

u1 u2 0

������������

> 0

Beachten Sie, da� aus den Bedingungen erster Ordnung des
Lagrange-Ansatzes folgt, da� u1 = �p1 und u2 = �p2. Also
gilt in der optimalen L�osung

jF j =

������������

u11 u12 �p1
u21 u22 �p2
�p1 �p2 0

������������

=
(�1)2

�2

������������

u11 u12 �p1
u21 u22 �p2
�p1 �p2 0

������������

=
1

�2

������������

u11 u12 u1

u21 u22 u2

u1 u2 0

������������

> 0

Anwendung von Theorem 3.2:

@x�1
@p1

=

������������

� u12 �p1
0 u22 �p2
x1 �p2 0

������������

jF j

=
��(p2)

2 + x1(�p2u12 + p1u22

jF j

=
��p22
jF j

�
p2u12 � p1u22

jF j
x1

18



VWL III (Winter 2001/02) 3-19 Prof. Ray Rees

@x�1
@m

=

������������

0 u12 �p1
0 u22 �p2
�1 �p2 0

������������

jF j

=
�(�p2u12 + p1u22)

jF j

=
p2u12 � p1u22

jF j

Beide Vorzeichen sind unbestimmt, solange wir nicht mehr
�uber die Nutzenfunktion wissen. Das ist auch ganz nat�urlich,
denn

� Die Nachfrage nach einem Gut kann bei steigendem
Preis fallen (gew�ohnliches Gut) oder steigen (Gi�en Gut)

� Die Nachfrage nach einem Gut kann bei steigendem Ein-
kommen steigen (normales Gut) oder fallen (inferiores
Gut).

Durch Einsetzen der zweiten in die erste Gleichung erhalten
wir die Slutzky Gleichung:

@x�1
@p1

= �
�p22
jF j

�
@x1

@m
x1

19
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Beachten Sie:

� Der erste Term auf der rechten Seite ist der Substituti-
onse�ekt. Er ist immer negativ, d.h., eine Preiserh�ohung
f�uhrt durch den Substitutionse�ekt tendenziell zu einer
Nachfragesenkung.

� Der zweite Term ist der Einkommense�ekt. Wenn es sich
um ein normales Gut handelt, d.h. wenn @x�1=@m > 0,
dann ist der Einkommense�ekt ebenfalls negativ, d.h.
eine Preiserh�ohung f�uhrt zu einer Einkommenssenkung,
die die Nachfragesenkung verst�arkt. Ein normales Gut
kann also niemals ein Gi�en Gut sein.

� Wenn es sich dagegen um ein inferiores Gut handelt,
d.h. wenn @x�1=@m < 0, dann ist der Einkommensef-
fekt positiv, d.h. eine Preiserh�ohung f�uhrt zu einer Ein-
kommenssenkung, die tendenziell zu einer Nachfrage-
erh�ohung f�uhrt. In diesem Fall sind die beiden E�ekte
einander entgegengesetzt. Wenn der Einkommense�ekt
den Substitutionse�ekt betragsm�a�ig �ubertri�t, ist der
Gesamte�ekt positiv, d.h. eine Preiserh�ohung f�uhrt zu
einem Nachfrageanstieg (Gi�en Gut).
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3.8 Das Envelope Theorem

Betrachten Sie wieder ein Maximierungsproblemmit Neben-
dingungen. Bisher haben wir uns mit der Frage besch�aftigt,
wie sich die Ver�anderung eines exogenen Parameters auf die
optimale Wahl der Kontrollvariablen auswirkt. Jetzt geht es
um die Frage, wie sich die Ver�anderung eines exogenen Pa-
rameters auf den Wert der Zielfunktion auswirkt. Auch
das ist in vielen F�allen eine wichtige �okonomische Frage.

Beispiele:

� Wie ver�andert sich der Nutzen des Konsumenten, wenn
sich der Preis pi oder das Einkommen m ver�andern.

� Wie ver�andert sich der Gewinn eines Unternehmens, wenn
sich der Zinssatz ver�andert.

� Wie ver�andern sich die Kosten eines Unternehmens, wenn
sich ein Inputpreis ver�andert, etc.

Wir betrachten das folgende Maximierungsproblem mit ei-
ner Nebenbedingung in Gleichheitsform:

max
x1;:::;xn

f(x1; : : : ; xn; �)

unter der Nebenbedingung

g(x1; : : : ; xn; �) = 0
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Sei L = f(x1; : : : ; xn; �)��g(x1; : : : ; xn; �) die zugeh�ori-
ge Lagrangefunktion und sei (x�1(�); : : : ; x

�
n(�); �

�(�)) eine
L�osung dieses Maximierungsproblems. Dann de�nieren wir

v(�) = f(x�1(�); : : : ; x
�
n(�); �)

als den Wert des Maximums oder die Wertfunktion
dieses Problems.

Theorem 3.3 (Envelope Theorem)

dv

d�
=

@f

@�
� � �

@g

@�
=

@L

@�

Beweis: Wenn wir den Wert des Maximums total nach �
di�erenzieren, erhalten wir

dv

d�
=

@f

@x1

dx1

d�
+ : : : +

@f

@xn

dxn
d�

+
@f

@�
:

Die Bedingungen erster Ordnung des Lagrange Ansatzes
verlangen:

@f

@x1
� �

@g

@x1
= 0

... = ...
@f

@xn
� �

@g

@xn
= 0

Also k�onnen wir schreiben:
dv

d�
= �

0
B@
@g

@x1

dx1

d�
+ : : : +

@g

@xn

dxn
d�

1
CA +

@f

@�
:
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Die Nebenbedingung

g(x�1(�); : : : x
�
n(�); �) = 0

mu� f�ur alle Werte von � erf�ullt sein. Wenn wir beide Seiten
dieser Gleichung total nach � di�erenzieren, erhalten wir:

@g

@x1

dx�1
d�

+ : : : +
@g

@xn

dx�n
d�

+
@g

@�
= 0

Wenn wir diese Beziehung einsetzen, erhalten wir:

dv

d�
=

@f

@�
� �

@g

@�
=

@L

@�
:

Q.E.D.

Interpretation:

1. Betrachten wir zun�achst den einfacheren Fall eines Ma-
ximierungsproblems mit nur einer Kontrollvariablen oh-
ne Nebenbedingung:

max
x

f(x; �)

Hier sagt das Envelope Theorem einfach, da� die Ab-
leitung der Wertfunktion nach � gleich der partiellen
Ableitung der Zielfunktion nach � ist:

dv(�)

d�
=

@f(x�(�); �)

@�
:

23



VWL III (Winter 2001/02) 3-24 Prof. Ray Rees

2. Warum ist das �uberraschend? Wenn sich � �andert, dann
hat das zwei Auswirkungen auf den Wert des Maxi-
mums:

� Einen direkten Ein
u� durch @f(x;�)
@�

.

� Einen indirekten Ein
u�: Wenn sich der Parameter
� �andert, dann mu� sich auch x�(�) �andern. Das

beein
u�t den Wert der Zielfunktion durch @f(x;�)
@x

dx
d�
.

Das Envelope Theorem sagt jedoch, da� man diesen
zweiten E�ekt ignorieren kann, vorausgesetzt, man be-
�ndet sich in der Ausgangssituation an einem optimalen
Wert von x.

3. Warum kann man den indirekten E�ekt ignorieren?Wenn
x�(�) in der Ausgangssituation optimal gew�ahlt wur-
de, dann hat eine marginale Ver�anderung von x (fast)
keinen E�ekt auf den Wert der Zielfunktion, weil die
Funktion an dieser Stelle (fast) vollst�andig 
ach verl�auft.
(Machen Sie sich das graphisch klar.)

4. Das Envelope Theorem gilt nur bei marginalen Ver�ande-
rungen von �. Bei einer gro�en Ver�anderung mu� auch
der indirekte E�ekt ber�ucksichtigt werden.

5. Wenn wir ein Maximierungsproblem mit Nebenbedin-
gungen betrachten, dann sagt das Envelope Theorem
einfach, da� die Ver�anderung des Wertes der Zielfunk-
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tion bei einer Ver�anderung von � gleich der partiellen
Ableitung der Lagrangefunktion nach � ist. Alle indi-
rekten E�ekte kann man wieder ignorieren.

6. Das Envelope Theorem vereinfacht viele Probleme ganz
erheblich: Wenn man wissen m�ochte, wie sich z.B. die
Kosten eines Unternehmens bei der marginalen Ver�ande-
rung eines Inputpreises ver�andern, gen�ugt es, sich die un-
mittelbare Auswirkung dieser Ver�anderung anzuschau-
en. Man mu� nicht ber�ucksichtigen, da� diese Ver�ande-
rung auch zu einer ver�anderten Inputnachfrage f�uhrt.

Das Envelope Theorem wird auch Umh�ullendensatz ge-
nannt, weil die Funktion v(�) die Funktionen f(x; �) f�ur
alle x 2 IR umh�ullen mu�:

25



VWL III (Winter 2001/02) 3-26 Prof. Ray Rees

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
r

rrrr
rrr
rrr

rrrrrrrrrr

rr
rr
rr
rr
rr

rr
rr
rr
rr
rr

�

v(�)

f (x; �)

Figur 4.1: Das Envelope Theorem

3.9 Anwendung: Die Gewinnfunktion

Betrachten Sie ein Unternehmen, da� seinen Gewinn bei
gegebenen Output- und Faktorpreisen maximiert (vollkom-
mene Konkurrenz):

max
y;A;K

py � wA� rK

unter der Nebenbedingung

y = f (A;K) :

Dabei ist A der Arbeitseinsatz, K der Kapitaleinsatz, w
der Lohn, r der Zins, y die Outputmenge und f(A;K) die
Produktionsfunktion.
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Die Lagrangefunktion zu diesem Problem lautet:

L = py � wA� rK � �[y � f(A;K)]

Wir nehmen an, da� die Bedingungen erster Ordnung

p� � = 0

�fA(A;K)� w = 0

�fK(A;K)� r = 0

�y + f(A;K) = 0

notwendig und hinreichend f�ur die optimale L�osung sind.

Daraus k�onnen wir die optimale Produktionsmenge y�(p; w; r)
und die optimalen Faktoreinsatzmengen A�(p; w; r) und
K�(p; w; r) ableiten und erhalten dann die Gewinnfunktion:

G(p; w; r) = py�(p; w; r)�wA�(p; w; r)� rK�(p; w; r)

Das ist die Wertfunktion unseres Problems. Die Frage ist,
wie sich der (maximal erreichbare) Gewinn ver�andert, wenn
sich die exogenen Parameter p, w und r ver�andern. Aus
dem Envelope Theorem folgt:

@G

@p
=

@L

@p
= y�(p; w; r)

@G

@w
=

@L

@w
= �A�(p; w; r)

@G

@r
=

@L

@r
= �K�(p; w; r)
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Interpretation:

1. Wenn sich der Outputpreis um eine (marginale) Einheit
erh�oht, dann steigt der Gewinn um 1 � y�(p; w; r) Ein-
heiten. Wir m�ussen bei einer marginalen Preiserh�ohung
also nicht ber�ucksichtigen, da� die Erh�ohung des Out-
putpreises auch zu einer Ver�anderung der Outputmenge
f�uhrt.

2. Wenn sich der Lohnsatz um eine Einheit erh�oht, dann
f�allt der Gewinn um 1�L�(p; w; r) Einheiten. Wir m�ussen
bei einer marginalen Lohnerh�ohung also nicht ber�uck-
sichtigen, da� die Erh�ohung des Lohnsatzes zu einer
Substitution von Arbeit durch Kapital f�uhrt.

3. Wenn sich der Zins um eine Einheit erh�oht, dann f�allt der
Gewinn um 1 �K�(p; w; r) Einheiten. Wir m�ussen bei ei-
ner marginalen Zinserh�ohung also nicht ber�ucksichtigen,
da� die Erh�ohung des Zinssatzes zu einer Substitution
von Kapital durch Arbeit f�uhrt.

Dieses Resultat wird auch Hotellings Lemma genannt,
da� uns im n�achsten Kapitel wieder begegnen wird.
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