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2 Maximierung mit Nebenbedingungen

Literatur:

e Hoy et.al. (2001), Chapter 13.

e Gravelle und Rees (1992), Chapter 2 F,G und 15 A,B.
e Chiang (1984), Chapter 12.

e Binmore (1983), Chapter 3.

2.1 Beispiel: Das Bodenallokationsproblem des Bau-
ern

Ein Landwirt hat 12 Hektar Land, auf dem er Getreide oder Gemiise
anbauen kann. Sei

x1 Hektar Land fiir Getreideproduktion

x9 Hektar Land fiir Gemiiseproduktion
G1(z1) Gewinn aus Getreideproduktion, G (z1) = 8z
Gy(z2) Gewinn aus Gemiiseproduktion, Ga(z2) = 32,/Z2

Sein Gewinnmaximierungsproblem lautet:

max S8x1 + 324/

unter der Nebenbedingung
T+ T9 S 12 .

(© Klaus Schmidt 2001
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Da der Grenzgewinn aus dem Gemiise- und dem Getreideanbau immer
positiv ist, kann es nicht optimal sein, Land brach liegen zu lassen. Also
muB die Nebenbedingung mit Gleichheit erfiillt sein.

Das Lagrange-Verfahren:

1. Aufstellen der Lagrangefunktion:
L(l’l, X9, )\) = 81’1 + 32\/1'72 — )\(Z’l + Ty — 12)

Die Lagrange-Funktion ist also einfach die urspriingliche Zielfunkti-
on abziiglich eines Produkts. Dieses Produkt setzt sich zusammen
aus

e dem sog. Lagrange Parameter A und

e der linken Seite der Nebenbedingung, die so aufgelést wurde,
daB alle Terme auf der linken Seite stehen und zusammen gleich

0 sind.

Beachten Sie: Wenn die Nebenbedingung mit Gleichheit erfiillt ist,
muB der zweite Term dieses Produkts gleich 0 sein.

2. Partielle Ableitungen bilden und gleich 0 setzen:
oL
3901

L 1
oL 6Ly 2

Oy N
oL

BN
3. Auflsen dieses Gleichungssystems nach den drei Unbekannten
1, To und A:

=8—A =10

= —$1—$2—|—12 = O

A =8
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$2:4
$1:8

4. Eigentlich miissen wir jetzt liberpriifen, ob die Lagrangebedingungen
auch hinreichend fiir die optimale Losung sind. Siehe unten.

Interpretation:

e Der Landwirt wird den Gemiiseanbau solange ausdehnen, bis der
Grenzertrag einer Einheit Land beim Gemiiseanbau genau so groB ist
wie der Grenzertrag einer Einheit Land beim Getreideanbau. Zeigen
Sie rechnerisch, daB diese Aussage stimmt.

e Man kann das auch sofort an den beiden ersten Lagrangebedingun-
gen erkennen, wenn man dort jeweils \ auf die rechte Seite bringt
und dann beide Gleichungen durcheinander dividiert:

8 _Gilm) _ A
\}5—2 Gh(2) A

e Der Lagrangeparameter A ist genau so groB wie der Grenzgewinn

aus einem zusitzlichen Hektar Land (egal ob in der Getreide- oder
Gemiiseverwendung). Man sagt auch, daB der Lagrangeparameter
ein “Schattenpreis” ist, in diesem Beispiel fiir den knappen Boden.
Er gibt an, wieviel der Landwirt fiir einen zusatzlichen Hektar Land
maximal zu zahlen bereit ware.

2.2 Das Lagrange-Verfahren

Der Lagrange-Ansatz wird in allen Gebieten der Okonomie sehr haufig
verwendet. Darum soll er hier etwas ausfiihrlicher und allgemeiner be-
schrieben werden. Betrachten wir zunachst ein Maximierungsproblem
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mit nur einer Nebenbedingung in Gleichungsform ohne Nicht-
Negativitats-Bedingungen.

max f(zy,...,a,)

7,0y
u.d.NB.
glxy,...,z,) = b

Die Lagrange-Funktion fiir dieses Problem lautet:

L(zy,...;z,) = flzg, ..o z) — Mgl ..o x,) — b

Zur Vereinfachung der Notation sei z = (zy,...,x,). AuBerdem be-
zeichnen wir mit f; die partielle Ableitung der Funktion f(z) nach z;.

Theorem 2.1 (Lagrange) Wenn der Vektor ©* die Funktion
f(x) unter der Nebenbedingung g(x) = b maximiert, und wenn
gi(z*) # 0 fiir wenigstens eini € {1,....n}, dann existiert eine

reelle Zahl \*, so daB
Li(z", \*) = 0 Vie{l,...,n}

und
L)\(ZL‘*, )\*) = 0

Bemerkungen:

1. Die Bedingung “g;(x*) # 0 fiir wenigstens ein i €
{1,...,n}" ist die sog. “Constraint Qualification”, die man norma-
lerweise einfach ignorieren kann. Wenn jedoch irgendetwas schief
lauft und man kein oder ein sehr unplausibles Ergebnis bekommt,
sollte man diese Bedingung iiberpriifen.

4
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2. Das Theorem von Lagrange besagt nur, daB die Bedingungen an
die ersten Ableitungen der Lagrange-Funktion notwendige Be-
dingungen fiir eine Losung des Maximierungsproblems sind, d.h.,
jede Losung muB diese Bedingungen erfiillen.

3. Die Lagrange-Bedingungen werden auch “Bedingungen erster
Ordnung” genannt. Es gibt (N+1) solcher Bedingungen mit (N+1)
Unbekannten, namlich den Werten z7, ...,z und A\. Wenn dieses
Gleichungssystem eine Ldsung hat, dann erhdlt man einen (even-
tuell auch mehrere) Kandidaten fiir die Lésung des Maximierungs-
problems. Bei diesem Kandidaten kann es sich jedoch auch um ein
Minimum oder um ein lokales (und nicht globales) Maximum han-
deln. Darum ist das folgende Theorem sehr niitzlich:

Theorem 2.2 Die Lagrange-Bedingungen sind nicht nur not-
wendig, sondern auch hinreichend fiir eine (eindeutige) optimale
Lésung,

e wenn die Menge, liber die maximiert wird, konvex ist und

e wenn die Zielfunktion f(x) global (streng) quasikonkav ist.

Bei vielen einfachen Optimierungsproblemen ist die Menge, iiber die
maximiert wird, eine Gerade (Budgetgerade beim Nutzenmaximierungs-
problem, z1+z5 = 12 beim Bodenallokationsproblem, etc.) Eine Gerade
ist immer eine konvexe Menge. In diesem Fall gibt es also kein Problem.

Bei komplizierteren Optimierungsproblemen muB man iiberpriifen, ob
die Nebenbedingungen eine konvexe Menge einschlieBen.

Es bleibt zu klaren, wann eine Funktion streng quasikonkav ist.
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2.3 Quasikonkave Funktionen

Wir wissen bereits aus Kapitel 1, daB die Bedingungen erster Ordnung
die optimale Losung eindeutig charakterisieren, wenn die Zielfunktion
streng konkav ist. Die Forderung nach strenger Konkavitat ist jedoch
etwas zu stark. Es geniigt, daB die Funktion streng quasikonkav ist.

Definition 2.3 (Quasikonkavitat) Eine Funktion f(z) : IRY —
IR ist (streng) quasikonkav genau dann, wenn fiir alle k: € (0, 1)
und alle ', 2" € IRY gilt:

fa) 2 f(a") = flka'+(1=k)2") = (>) f(z")

Interpretation:

Diese Bedingung impliziert
fla) = f=") = flha'+ (1= k)a") = (>) f(")

fir alle &£ € (0,1). Hier sind 2’ und z” zwei Punkte, die auf einer
Konturlinie (“Hohenlinie”, z.B. Indifferenzkurve, Isogewinnkurve) von
f(z) liegen. Eine konvexe Kombination von z’ und z” fiihrt also zu
einem hoheren Funktionswert.

=> Die oberen Konturmengen einer quasikonkaven Funktion sind kon-

VEX.
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9 A 9 A
> >
T Al

Figur 2.1: Konturlinien einer quasikonkaven Funktion

Bemerkungen:

1. Wenn ein Konsument konvexe Praferenzen hat, dann bedeutet das
genau, daB die oberen Konturmengen seiner Nutzenfunktion kon-
vex sind. Also hat ein Konsument mit konvexen Praferenzen eine
quasikonkave Nutzenfunktion!

2. Jede konkave Funktion ist auch quasikonkav.
Beweis: Eine Funktion f(z) ist konkav, wenn gilt:
flha' + (1= k)2") = kf(a") + (1 = k) f(2")
Wahle 2" und 2" so, daB f(z') > f(z"). Dann gilt:
flha! + (1= k)a") = kf(2") + (1= k) f(2") = f(2")

Also ist diese Funktion auch quasikonkav.
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3. Aber: Nicht jede quasikonkave Funktion ist auch konkav.
Beispiele:
e Bei Funktionen mit einer Veranderlichen ist jede monotone Funk-
tion quasikonkav, aber nicht jede monotone Funktion ist konkav.
e Eine Glockenkurve ist quasikonkav aber nicht konkav.
4. Die Eigenschaft der Quasikonkavitat bleibt bei einer monotonen

Transformation der Funktion erhalten (Nutzenfunktionen!). Das gilt
nicht fiir die Eigenschaft der Konkavitat.

Wie iiberpriift man, ob eine differenzierbare Funktion streng
quasikonkav ist?

e Man bildet die Hesse-Matrix der zweiten Ableitungen dieser Funk-
tion und “randert” sie mit den 1. Ableitungen:

fu fieooo fu K
far for - f2n f2

i foooee fu 0

e Die Funktion ist streng quasikonkav, wenn die Vorzeichen der
geranderten Hauptminoren abwechselnd streng negativ und streng

positiv sind:
Ju fiz 0 fim N
for foo - f2m fz
]}1 ‘];1 <0, (=" > 0
: fml fmZ e fmm fm
i fo o fm O

8
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fir alle 2 < m < n.

e Die Funktion ist quasikonkav, wenn die Vorzeichen der gerander-
ten Hauptminoren dieser Matrix abwechselnd nicht-positiv und nicht-
negativ sind (schwache Ungleichheitszeichen).

Beispiel: Ist die Zielfunktion des Landwirts f(z1, z2) = 8x1 + 32,/
streng quasikonkav?

Die ersten und zweiten partiellen Ableitungen dieser Funktion sind:
1
fl - 87 f2 16$2 ’
fu=0, fo=-8x7% fi2=/fu=0

M

Also gilt:
Jit 08
f0 3 0 <5
fu fo f| 0V 8
far foo fo| = |0 =8xy? 16wy °
1
hoo 2 0 $ 16252 0
0 8
= 0—-04+28- _3 _1
—81'22 16$22

3

= 8.8-81,7 > 0.

Also ist die Zielfunktion quasikonkav und wir konnen sicher sein, dal3
die Losung, die wir oben gefunden haben auch tatsachlich das globale
Maximum beschreibt.

Es ist manchmal etwas aufwendig, zu iiberpriifen, ob man tatsachlich ein
globales Maximum gefunden hat. Darum werden wir Sie in Ubungsauf-

9
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gaben explizit auffordern, diese Uberpriifung vorzunehmen. Ansonsten
konnen Sie darauf verzichten.

2.4 Anwendung: Intertemporale Konsumentschei-
dungen

Ein Konsument erzielt Einkommen in mehreren Perioden und will seinen
Konsum tiber mehrere Perioden aufteilen.

Einfachster Fall:

o 2 Perioden, t = 1.2

9

e Einkommen des Konsumenten in Periode ¢ ist my;
(1, mso) = Einkommens-Ausstattung.

e Ein (zusammengesetztes) Gut in jeder Periode, Konsumplan (21, z2);

e Preis des Gutes in beiden Perioden derselbe, normiert auf 1;
Die Praferenzen des Konsumenten konnen durch Indifferenzkurven im
(z1,z2)-Raum dargestellt werden. Hier ist es sehr natiirlich anzuneh-
men, daB die Praferenzen

e monoton und

e konvex
sind und daB der Konsument in beiden Perioden konsumieren will (innere
L6sung).

Nehmen wir an, dall der Konsument einen Kredit zum Zinssatz r auf-
nehmen und Ersparnisse zum Zinssatz r anlegen kann (perfekter Ka-
pitalmarkt).

10
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Sei A der Betrag, den der Konsument in Periode 1 ausleiht. Wenn
A negativ ist, spart der Konsument. Bei monotonen Praferenzen muB
gelten:
r = m1+A
Ty = mo— (1+7)A

Auflésen nach A in der ersten Gleichung und einsetzen in die zweite

ergibt:
9y = mo — (1 +7)(x; —m)
bzw. . .
2 2
T + = m; + = M
! 1+7r ! 1+7r

wobei M der Barwert des Vermogens des Konsumenten ist.

ng

>
o

Figur 3.1: Budgetbeschrankung auf einem perfekten Kapitalmarkt

Wie sieht die Budgetbeschrankung aus, wenn der Konsument

e weder sparen noch einen Kredit aufnehmen kann,

11
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e nur zinslos sparen, aber keinen Kredit aufnehmen kann,
e zum Habenzinssatz 7, sparen und zum Sollzinssatz r, Geld anlegen
kann (r, < 74)7?
Beachten Sie, daB der Punkt (my,ms) in allen diesen Fillen in der

Budgetmenge liegen muB.

Welchen Konsumplan wird der Konsument wahlen?

l’gA

Figur 2.2: Der optimale Konsumplan

Beachten Sie:

e Der optimale Konsumplan ist dadurch charakterisiert, dal8 die hochste
erreichbare Indifferenzkurve die Budgetgerade tangiert.

e Die Steigung der Indifferenzkurve ist die Grenzrate der Substitu-
tion, die angibt, in welchem Verhaltnis der Konsument bereit ist,
“Konsum heute” gegen “Konsum morgen” auszutauschen.

12
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e Die Steigung der Budgetgeraden gibt an, in welchem Verhaltnis der
Konsument “Konsum heute” gegen “Konsum morgen” austauschen

kann.

e Im Optimum miissen diese beiden Verhaltnisse iibereinstimmen. Warum?

Analytische Bestimmung des optimalen Konsumplans

Angenommen, die Praferenzen des Konsumenten werden durch die Nut-
zenfunktion u(xy,z5) reprasentiert. Dann lautet das Nutzenmaximie-

rungsproblem des Konsumenten:

iyl w2)

unter der Nebenbedingung:

=y
. 1+r " I+7r
1. Aufstellen der Lagrange-Funktion:
To — 19
L A = — )\ - _ e 2
(xlax% ) u(xth) (xl m1+ 1—|—T )
2. Partielle Ableitungen bilden und gleich 0 setzen:
oL _ ou(xy, o) =0
8901 8951
oL d 1
o M_)\ — 0
Ox9 Ox9 1+
OL . n o — Mo — 0
oN L 1+r

3. Jetzt haben Sie drei Gleichungen, die Sie nach den drei Unbekannten
(1,22, ) aufldsen kdnnen.

13
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4. SchlieBlich miissen Sie noch iiberpriifen, ob die Lagrangebedingun-
gen auch hinreichend fiir die optimale Lésung sind.

Aus den beiden ersten Gleichungen folgt sofort, daB

du(xy,r9)
0z

du(xy,r9)
Ox9

=1+

Das ist die Bedingung, dal im Nutzenmaximum der Betrag der Grenz-
rate der Substitution gleich dem Preisverhaltnis fiir gegenwartigen und
zukiinftigen Konsum sein muB.

Beispiel: Betrachte die Nutzenfunktion
w(xy, o) = u(xy) + oulws)

Diese Form einer additiv separablen Nutzenfunktion wird bei intertem-
poralen Konsumentscheidungen sehr haufig verwendet. Hier sind die
Praferenzen des Konsumenten in jeder Periode dieselben, aber er dis-
kontiert den zukiinftigen Nutzen mit einem Diskontierungsfaktor 6 < 1
(sprich: Delta).

Um den optimalen Konsumplan konkret ausrechnen zu kénnen, miissen
wir noch etwas spezifischer sein. Wir nehmen an, daB w(z) = Inz, d.h.,

w(zy, xe) = Inzy +dInzy

Nutzenmaximierungsproblem:

maxInz; + 0 lnzs
1,22

unter der Nebenbedingung:
9 o
T + = mp+
T T

14
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Die Lagrangefunktion lautet:

L = lnxy+olnas — A xl—ml—I—M
1+
Ableiten nach x1, x5 und A ergibt:
OL 1
— = — = A =0
8951 I
OL %) A
= = 0
Ox9 o 147
OL I o — Mo
— = - +m - — =
O\ ! ! 1+r

Wenn wir bei den beiden ersten Bedingungen die negativen Terme auf
die andere Seite bringen und dann die beiden Gleichungen durcheinander
teilen, erhalten wir:

L2

— =147

5$1
Auf der linken Seite steht das Verhaltnis der Grenznutzen, was nichts
anderes ist als die Grenzrate der Substitution. Auf der rechten Seite

steht das Preisverhaltnis von “Konsum heute” zu “Konsum morgen”.

Auflésen nach z; ergibt:

L2
T, = ————
LTS
Einsetzen in die dritte Bedingung und Auflésen nach x, ergibt:
. S(1+r) Mo
SR (m1+1+r)

Wenn wir x5 in den Ausdruck fiir 1 einsetzen, erhalten wir:

T s\ T,

15
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Beachten Sie:

1. Der optimale Konsumpfad ist vollig unabhangig davon, wie die Ver-
teilung des Einkommens iiber die Zeit aussieht, solange der Barwert
des Vermogens derselbe ist.

2. Wenn der Konsument zukijnftigen Konsum mit dem Marktzinssatz

abdiskontiert, d.h., wenn 0 = 1+ , dann gilt 7 = z3.

3. Wenn der Konsument dagegen eine hohere Zeitpraferenzrate hat
als der Marktzins, d.h., wenn 0 < F, dann gilt x7 > 25, d.h., der
Konsument moéchte in der Gegenwart etwas mehr konsumleren als

in der Zukunft.

4. Wenn umgekehrt 6 > 1+ , dann gilt 27 < 23, d.h., der Konsument

mochte in der Gegenwart etwas weniger konsumieren als in der Zu-

kunft.

SchlieBlich miissen wir priifen, ob die Lagrange Bedingungen auch hin-
reichend fiir eine optimale Losung sind. Das ist der Fall, wenn die Nut-
zenfunktion u(zy, z5) = Inzy + d Inz,y streng quasikonkav ist.

Die ersten und zweiten partiellen Ableitungen dieser Funktion sind:

f1:i7 f2:£

L1 )

1 )
Jun=—=, Jo=——= fiu=/a=0
T T

Also gilt:

Ju N
Ji 0
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1 1
Jiu iz h ] 0 1
o 4
f21 f22 f2 — 0 _;g g
fi fo O 14
r] 9
o 4 )
1 —2 & 0 = 110 —%
= 2 21 (- L e E— 9
2 2L L0 o | L 2
1 x9 ) 1 Tl x9
1 42 0 16
- riah 7123
)
= —55(1-09) >0
LILY

2.5 Interpretation des Lagrange Parameters

Lagrange Prameter sind nicht nur ein sehr niitzliches mathematisches

Hilfsmittel, sie haben auch eine wichtige okonomische Interpretation:

Der Lagrange Parameter gibt an, um welchen Betrag sich der

Wert der Zielfunktion andert, wenn die Nebenbedingung um eine

Einheit gelockert wird.

Beispiele:

1. Landwirt maximiert seinen Gewinn unter einer Bodenbeschrankung.

= A" gibt an, um wieviel der Gewinn des Landwirtes steigen wiirde,

wenn er eine zusatzliche Einheit Boden zur Vefiigung hatte.

2. Konsument maximiert seinen Nutzen unter einer Budgetbeschrankung.

= A" gibt an, um wieviel der Nutzen des Konsumenten steigt, wenn

er eine zusatzliche Geldeinheit Budget zur Verfiigung hat.

17
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3. Unternehmen maximiert seinen Gewinn unter einer Input- Restrik-
tion.
= A" gibt an, um wieviel der Gewinn des Unternehmens steigt,
wenn es eine zusatzliche Inputeinheit zur Verfligung hat.

4. Unternehmen minimiert seine Kosten unter der Nebenbedingung,
daB es eine bestimmte Menge Output produzieren muB.
= \* gibt an, um wieviel die Kosten sinken, wenn eine Outputein-
heit weniger produziert werden muB.

Um diese Interpretation zu sehen, betrachten Sie das folgende Maxi-
mierungsproblem:

max f (1, )

u.d. Nebenbedingung
g(xy,z9) = b
Die Losung dieses Problems hangt von dem Parameter b ab:
wy = ai(b), @y = a5(b) .
Sei
vi(b) = fla1(b), 25(0))
der Wert der Zielfunktion an der optimalen Losung. Da z} und z3

von b abhangen, gilt das offensichtlich auch fiir v*. Die Frage ist: Wie
verandert sich v*(b), wenn sich b verandert?

dv* ﬁfdxf_'_@fdx; _ g

db — dxy db  Dxy db ' db

Die Lagrange Bedingungen 1. Ordnung verlangen:
Ll(x*,)\*) =0 = f1 = )\*gl

Lg(x*,k*) =0 = fz = )\*gg

18
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Also muB gelten:

dv* ( dxf_i_ dx%)

SchlieBlich muB die Nebenbedingung mit Gleichheit erfiillt sein:
g(w(8). 73(0) = b

Wenn wir diese Gleichung total nach b differenzieren, erhalten wir

dg dzi dzs
=1
T 92

b — db
Einsetzen in die obige Gleichung ergibt:
dv*
db

Der Wert des Lagrange Parameters gibt also an, wie sich der Wert der

= 1-A" = \".

Zielfunktion marginal verandert, wenn sich die Nebenbedingung margi-
nal andert.

2.6 Lagrange mit Nicht-Negativitatsbeschrankun-
gen

Bisher haben wir das Problem von Randlésungen ignoriert. In vielen
6konomischen Problemen gibt es aber natiirliche Nicht-Negativitats-
Beschrankungen (NNB). Zum Beispiel kénnen Konsum- oder Produkti-
onsmengen nicht negativ werden. In diesem Fall lautet unser Maximie-
rungsproblem:

max f(zy,...,z,)

R O
u.d.NB:
glxy,...,z,) = b

z; > 0 Vie{l,...,n}

19
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Bemerkungen:

1. Die NNB konnen sich natiirlich auch nur auf eine Teilmenge der z;
beziehen.

2. Das einfachste Vorgehen ist wie folgt:

e Ignorieren Sie die NNB und verwenden Sie den normalen Lagrange-

Ansatz ohne NNB.

e Wenn die Losung des unbeschrankten Problems die NNB erfiillt,
ist alles in Ordnung.

e \Wenn eine oder mehrere NNB verletzt sind, konnen Sie das fol-
gende Theorem von Lagrange verwenden:

Theorem 2.4 (Lagrange mit NNB) Wenn der Vektor z* die
Funktion f(x) unter der Nebenbedingung g(x) = b und z; > 0
maximiert, und wenn g;(x*) # 0 fiir wenigstenseini € {1,...,n},
dann existiert eine reelle Zahl \*, so daB fiir alle i € {1,....n}
Li(z*, \*) < 0, 27 >0, a/L;i(z", \") =0,
und
L)\(ZL‘*, )\*) = 0

Bemerkungen:
1. Die Bedingung “zfL;(z*, \*) = 0" wird auch “komplemetare Slack-
ness’ (komplementarer Schlupf) genannt:

e Entweder die NNB bindet nicht (zf > 0). In diesem Fall muB die
Ableitung der Lagrangefunktion nach x; gleich 0 sein.

20
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e Oder die NNB bindet (z' =0). Dann muB die Ableitung der
Lagrangefunktion nicht-positiv (negativ oder null) sein: Der Wert
der Zielfunktion verringert sich, wenn man z; von 0 weg erhoht.

2. Vorgehensweise: Man versucht wieder, Kandidaten fiir eine Losung
zu finden, d.h. Vektoren (21, ..., z,, A), die die Lagrange-Bedingungen
erfiillen. Das ist jetzt deutlich aufwendiger, weil viele Falle unter-
schieden werden miissen. Ein biBchen Nachdenken iiber das zugrun-
de liegende okonomische Problem ermoglicht es oft, zu ahnen, wel-
che NNB binden werden und welche nicht.

3. Theorem 2.2 iiber hinreichende Bedingungen fiir eine eindeutige,
global optimale Losung gilt weiterhin.

2.7 Anwendung: Kostenminimierung bei substitu-
tionaler Produktionsfunktion

Ein Unternehmen hat die Produktionsfunktion
fLE)=142k.

Der Preis fiir eine Arbeitsstunde ist p; = 4, der Preis fiir Kapital p;, =
10. Das Unternehmen mochte einen gegebenen Output von mindestens
20 Einheiten mit minimalen Kosten produzieren.

ngl}fn 41 + 10k
unter der Nebenbedingung
[+ 2k =20
und den Nicht-Negativitats-Bedingungen
[ >0, kB >0

21
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Lagrangeansatz (ignorieren der NNB):

rrll%x—lll — 10k — A\[20 — [ — 2k]

Bedingungen erster Ordnung:

oL
— = —44 X =0
i "
oL
— = —104+2X =0
Ik i
oL _ 20+1+2k =0
oN B
Auflosen der beiden ersten Gleichungen ergibt:
41
10 2

Das ist Unsinn!

Hier muB eine NNB binden. Es konnen nicht beide gleichzeitig binden,
sonst ware der Output 0. Also gibt es nur zwei Méglichkeiten:

L. Im Optimum gilt [ = 0 und & > 0: Lagangebedingungen (mit NNB):

oL _ _4in <0

o -
oL _ oo =0
ok Bl

oL

—— = =20+142k = 0
7 +1+

Beachten Sie, daB wir hier die komplementdren Slackness Bedin-
gungen schon verwendet haben. Aus der zweiten Gleichung folgt
A" = 5. Einsetzen in die erste Bedingung fiihrt dazu, daB diese
dann verletzt ist. Also kann das nicht die Losung sein.
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2. Im Optimum gilt [ > 0 und k& = 0: Lagangebedingungen (mit NNB):
oL

9L _4ia =0
By +

L _ _lg4on < 0
o .
oI,

oL 4wk = 0
B3\ + {4+

Aus der ersten Gleichung folgt \* = 4. Das ist kompatibel mit der
zweiten Bedingung. Einsetzen von &£ = 0 in die dritte Bedingung
ergibt [* = 20.

Also erfiillt der Vektor (I*, k*, \*) = (20,0, 4) die Bedingungen aus
Theorem 2.3. Gleichzeitig sind die Bedingungen aus Theorem 2.2
erfiillt. Also liegt hier ein globales Optimum vor.

Mit ein biBchen 6konomischer Intution hatten wir dieses Ergebnis schnel-
ler finden kdnnen: Das (konstante) Grenzprodukt des Faktors Kapital ist
doppelt so groB wie das (konstante) Grenzprodukt des Faktors Arbeit.
Gleichzeitig ist 2,5 mal so teuer wie Arbeit. Also sollte die Produktion
nur mit Arbeit erfolgen.
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2.8 Der Kuhn-Tucker Ansatz

Betrachten wir jetzt ein Maximierungsproblem mit einer Nebenbedin-
gung in Ungleichheitsform und NNB.

max f(z1,...,2,)

l‘l,...,l‘n

u.d. Nebenbedingungen

glxy, ..o xy)
x;

IV I

0, i€{l,....n}

Theorem 2.5 (Kuhn-Tucker) Wenn «* die Funktion f(x)

unter den Nebenbedingungen g(x) < b und x; > 0 maximiert,

und wenn g;(z*) # 0 fiir wenigstens ein i € {1,...,n}, dann

existiert eine reelle Zahl \*, so daB fiir allei € {1,....n}
Li(z*, \*) <0, a7 >0, z'Li(z",\") =0

und
Ly(z*, ") >0, A >0, ANLy(z" \")=0

Bemerkungen:

1. Die Interpretation der komplementaren Slackness-Bedingungen fiir
L) ist ganz analog zu der von L;:

e Entweder die Nebenbedingung bindet. In diesem Fall sind wir
zuriick bei Lagrange und es muB gelten:

Ly(z*,\*) = —g(z")+b = 0

e Oder die Nebenbedingung bindet nicht. In dem Fall verschwindet
die Nebenbedingung, weil der zugehorige Lagrange Parameter
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gleich 0 wird. Das bedeutet auch, daB eine marginale Lockerung
dieser Nebenbedingung keinen EinfluB auf den Wert der Ziel-
funktion an der optimalen Lésung hat.

2. Auch das Vorgehen ist analog zu Lagrange. Aber: Es gibt jetzt noch
mehr Fallunterscheidungen. Insbesondere wenn es mehrere Neben-
bedingungen in Ungleichheitsform gibt, wird es sehr aufwendig, alle
Kandidaten fiir eine optimale Losung zu bestimmen. In diesen Fallen
ist eine gute 6konomische Intuition sehr wichtig, um zu ahnen, wel-
che Nebenbedingungen binden und welche nicht.

3. In der Praxis wird man diejenigen Nebenbedingungen, von denen
man vermutet, daB sie nicht binden, einfach ignorieren. Wenn die
gefundene Losung die weggelassenen Nebenbedingungen erfiillt, ist
alles in Ordnung. Wenn nicht, muB man einen neuen Versuch star-
ten.
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