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Anwendungen

. PORTFOLIOOPTIMIERUNG

Entscheidungsproblem:

Ausgangs-
Wo vermdgen

/N

risikoloses riskantes
Investment Investment
} } (z.B. Aktien)
isicherer 101 +j) a(1+x) X: riskante
Rendite

Zinssatz \ /

Wy riskantes End-
vermogen



Economics of Information and Uncertainty — SoSe2005 5-2
= max Elu(m(1+i)+a(l+ X))]
st m+a< W,
< max Elu(w,(1+i)+a(X —i))]
BeO.: E[u(w,(1+i)+a(X-i)-(X-i)]=0
B.z.O.: E[u”(...)-(i - i)z] < 0;
u"(...) < 0, fallsr.a. (x-i)> >0

a=0: B.eO.— E[u(w,1+i)X-i)]
- (w,(1+1) EX )
= U'(wo(L+1))- (n—i)

a* >0 genau dann, wenn u > 1|
< <

Auch risikoaverse Individuen halten riskante Vermo-
gen, falls ihr erwarteter Return grof3er als der der si-
cheren Investition ist.

Erklarung: Bei sehr kleinen riskanten Projekten (a—0)
verhélt sich das Individuum fast risikoneu-
tral.
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Komparative Statik:

Wo: Implizite Funktionen Theorem:

M(w,,a*)=0
oM oM oca*
+—- =0
ow, oa ow,
ca*  OM/ow,

—
oW, oM/ da

5-3
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ausB.e.0.: M(w,,a*)=E[u(w,(1+i)+a(X-i)X-i)]=0
oM

—=B.z.0.<0
oa
{aa*} {6M}
— sgn =sgn
aVVO aVVO

E[u"(w,(1+i)+a(X —i))X —i)|[1+i)

u'(...)<0; (X-i)<od.>0

;;V“”c) ~ E[- AT (T, )& - )f+)

mit ¥, = w,(1+i)+a(X —i)

wissen : E[u'(§, (X -i)]=0
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a) A(y)=const.= M _g_, 08
OW, OW,

b) A(y)=fallend (DARA)

X-1)<0 =Yy klein = Aly,)grol
f
(X-i)>0 =¥, groR = A(Y,)klein

d.h. negative u'(y, )(X - i) werden starker gewichtet,
positive u'(y, )(X -i) schwécher.

Da der Ausdruck mit (- 1) multipliziert wird, gilt :

oM
oW,

>0

Individuen mit abnehmender absoluter Riskoaversion
(d.h. A‘(w)<0) kaufen mehr von dem riskanten Projekt,
wenn ihr Einkommen steigt. Riskante Projekte sind
ein normales Gut.
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I: wie vorhin ...
sgn da*_ sgna—l\/I
di Ol

M = E[u'(w,y(1+1)+aX - )X -i)]
oM

o E[-u'(w,(1+i)+a*(X-i))+

+U"(Wo (L+i)+a* (X i) wy —a*fX-i)]

= E[ - u"(yr) + u”"(yr)(wo-a*)(x-i)]

/ \

Substitutionseffekt ~ Vermogenseffekt:

5-6

z.B. DARAundwy-a>0

=> Effekt positiv
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dar__oMai __ELUE]_, . B G)R-]

d oMda  oM/da oM/ da
da*_ —E(5)], (wo-a*) da*

di  -oM/oa (1+i)  dwy

SLUTSKY-GLEICHUNG
da <0 (IARA)und(wg-a*)>0= da_ <0
dwg di
da* da*
>0 (DARA)und(wg-a*)<0=——<0

dwg di

ansonsten: ?
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Zusammenfassung der bisherigen Ergebnisse:

Problem:  max E[u(w,(1+i)+a(X—i))]

B.eO.: Elu(w,(1+i)+a(X—i)(X-i)]=0
= a*(w,,i)

e a*>0 gdw. E[X]>i
a*<0 gdw. E[X]<i

e 97 0  gdw. A(W)<0 (DARA)
dw,
da* ,
<0 gdw. A(w)>0 (IARA)
dw,

da* __EN(5,)], (w,-a*)da*
di ~oM/ea (1+i) dw,

AM=Eu(y,)x-i)] (BeO)
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Anstieg des Risikos (E & G, 142 ff.)

X — f(s) s :Realisation von X
neu: y—g(s)

b b
mit:  [sf(sds=[s-g(s)ds (gleicher Mittelwert)

VX |G(s)-F(s)lds>0 SOSD

D — X

BeO.: [u(w,(l+i)+a*(s—i)s—if(s)ds =0

a

Wir erwarten :

iu'(Wo(1+ i)+a*(s—i)s—iJg(s)ds <0

(Denn dann ware a** < a*, wobei a** der Teil des
Vermogens wy ist, der in das riskante Projekt mit
Wahrscheinlichkeitsdichte g(s) investiert wird.)

@ julwy(a+i)rar(s-i)s-igls)-f(s)ds <O

Nach dem Theorem von 4-9 ist dies genau dann der
Fall, wenn u’(ys)(s - i) konkav in s ist.

(N.B.: Diese Aussage ist korrekt, auch wenn
u“(.)(s - i) eine fallende Funktion ist. Dies folgt
aus 4-5 mit T(b) = 0.)
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@ o)+ s s )] - (sl ()

@ 1 1= 20(ar +um(s —iYa*)

ds?
2u"(.Ja* < 0 u"(Ys-i)a*y <od.>0?

Fur risikoaverse Individuen, die mit einem Anstieg des
Risikos bei gleichbleibendem Mittelwert konfrontiert
werden (SOSD), ist keine Aussage bzgl. der
Anderung des Anteils des riskanten Projekts im

Portfolio maglich.
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Reaktionen:

1. Es st gut, daR die Okonomie diese Uneindeutig-
keiten zulafdt, ahnlich wie bei Giffen-Gutern.

Suche nach 6konomischer Interpretation:
f(s) —» g(s), mehr Risiko
=> Substitutionseffekt — investiere mehr in

Einkommenseffekt - weniger Einkommen,
somit benotigt man IARA flr s klein:
(s-)u”" >0

2. Beschrankungen der Nutzenfunktion:

Falls a* > 0, und das Mal} der partiellen Risiko-
aversion wachst in s und ist kleiner als 1, so ist

a** < a*.
Bew. : sz—W1°,u (W0+W1):_(S_i).a*.u,(2/f)
u(w, +w, ) u'(y,)
ORy U7 WU HUT)
P (s—i)-(a ){ m;

= u—l,-[—a*u"(1+ R, )-(s-i)a*)Pu|>0

=> Ausdruck von 5-8 ist kleiner gleich Null!
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+ dR,/dw; >0  (O.K.mit Ann. (i) von 3 - 7)
- Rp <1: im Widerspruch zu empirischen

Ergebnissen:R(w)=2-3
3. Beschrankungen der Definition eines Anstiegs im
Risiko (Meyer, Ormiston, 1985)

e "strong increase in risk"

A

v

e u-c-Ansatz: u; = U, A 61 > G5
=> a,* < a;* fur DARA, CARA und "kleine" IARA
(Sinn, 1990)

4. Marktgleichgewichte (Gollier & Schlesinger, 1997)

= Fallt der Preis eines riskanten Projekts, falls
das Risiko des Projekts steigt?
Antwort: nicht immer, nur wenn (wieder eine neue)
Integralbedingung erfullt ist.
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Anstieg der Risikoaversion

Nutze Pratt: ug risikoaverser als ua
=> Ug = G(ua) A G konkav

BeO. E[u, (w,(1+i)+a*(X-i))X-i)]=0
nun far ug :

E[G,(UA('))' uA,(WO(1+ i) +a* (’)Z - '))(')Z - ')]

_ iG’(uA(.))-uA’(WO(1+i)+a*(s—i))(s—i)f(s)ds
16 (Ua)-u, (As=i)(s)ds
Beachte:

e erste Integralhalfte ist negativ, und flr s <|
G (ua(Wo(1 +1) + a*(s - 1)) > G"(ua(wo(1 +1)))

e zweite Integralhalfte ist positiv, und flr s > i
G (ua(Wo(1 +1) + a*(s - 1)) < G"(ua(wo(1 +1)))

=> Gesamtausdruck ist negativ => ag* < a,*

Risikoaversere Individuen kaufen weniger von einem
riskanten projekt.
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. NACHFRAGE NACH VERSICHERUNG

Einfaches Modell:

2 Zustande der Welt: 1 2
Einkommen:  wy Wo - L
Wahrscheinlichkeit: 1 -rx e

=> E[u] = (1 - 7) u(wg) + 7 u(wg - L)

Versicherung:

Deckungshohe: C
Pramienrate: p
Pramie: p-C
Entscheidungsproblem:

m?x(l—n)-u(wo —p-C)+n-u(wyg-L+(1-p)-C)

C:Nachfrage nach Vers.

p: Preis der Vers.

A

Nachfrage nach zustandsabhangigen Einkommen!
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B.e.o.:
—p(l-n)-u(w, —pC)+n(l-p)-u(w, -L+(1-p)C)=0

(1-n)-u(w,—pC) _1-p

~ nu(w,-L+(-p)C) p

»
»

p = 7 => Vollversicherung zu fairen Preisen/ Pramie

p > 7 => Tellversicherung

] (<l p>n=>w,>w, < C<L
U(Wl)zl_p. T

uw,) p 1-=x

=1l p=n=>w,=w, < C=L

<l p<n=>w, <w,=>C>L

["fair": E[G]=p-C-n-C=(p—n)-C]
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offene Fragen:

e woher kommt p? Angebot von
(siehe auch Abschnitt 9) Versicherung

e mehr als eine Modell v. Raviv
Schadenshdhe? => Selbstbehalt,
z.B. Auto-Kaskovers. Teilversicherung ...

o Erwartungsnutzentheorie  unersetzbare Guter
so anwendbar?
z.B. Krankenversicherung

e zusatzliche Risiken, die background risk
nicht versicherbar sind?

e 7, L beeinflul3bar? moral hazard

e 1, L beobachtbar? adverse Selektion

+ .

=> Versicherungsmarkte-Vorlesung
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. UNTERNEHMEN BEI UNGEWIRHEIT

(1) Produktionsentscheidungen

(2) Investitionsentscheidungen

Ad (1): G & R, 643 ff., E & G, 187 ff.

2 Formen der Unsicherheit:

() Technologische Unsicherheit

I

Unsicherheit

a (Inputs) = a (Inputs) + ¢

realisierter geplanter
Output Output

(Wetter, Streik, polit. Unsicherheiten, ...)

(i) Markt-Unsicherheiten

e Faktor- und/ oder Produktpreise sind
unsicher (Rohstoffpreisschwankungen,
ungeahnte Produkteinfihrungen, ...)

e Nachfrageunsicherheit
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Preisunsicherheit:

Endvermégen: W, =w, +p-a—c(a)
Besitzer maximiert u(w, )

= d—i Elu(W, )] =E[u'(w, +p-a-c(a)lp-c'(a)]=0

nutze: E[X-y]|=Cov(X,y)+E[X]-E[y]

Risikoneutrale Unternehmen :E[p]=c'(a)
Da Cov(u'()p)<0

Definiere - COI\E/[(S(())] p) als zuséatzliche 'psychologische’

Grenzkosten, die durch Risikoversion und Preis -
unsicherheit verursacht werden.
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(Etwas) komparative Statik:
c(a) =cg +cq(a), c¢4(0)=0, Co = Fixkostenantell

Frage: Andert sich a*, falls sich ¢, andert?

sgn da* =sgn M
dc, oC,

wobei M =E[u' (w, +pa-c, —c(@)(p-c'(@))]

Beachte:
oM __ oM
oC, oW,

Ahnlichkeit mit Einkommens effekt im Portfolio -
optimierungsproblem

=> Unternehmer mit abnehmender absoluter Risiko-
aversion reduzieren ihre Produktionsmenge, falls
die Fixkosten steigen.

Intuition:

coT impliziert wod

=> Unternehmer wird armer

=> Unternehmer wird risikoaverser

=> Unternehmer produziert weniger
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Man kann zeigen:

d Cov(u'()p),
de, EW()]

d.h. psychologische Grenzkosten steigen

Ahnliche Ergebnisse wie in Sektion 4
e Anstieg des Risikos
e Anstieg im Mittelwert von p

e Anstieg der Risikoaversion

5-20
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Technologische Unsicherheit:

(1)

(i1

Additive Unsicherheit
w, =W, +p(a+z)-c(a)
max E[u(w, )]

% Elu] = E[u'(W, Jp - c'(a))

(u(w)=0 p-cla)=0)
= p=c(a)=GK

Il
)

Die Wahl von a hat marginal keinen Einflul3 auf
die Unsicherheit => Wahl von a wie bei risikolosen
Entscheidungsproblem

Multiplikative Unsicherheit

W, =w,+p(al+z))-c(a)
=w, +p(l+%)a-c(a)
wobeip(1+%)=p

=> dasselbe Problem wie bei Preisunsicherheit
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Investitionen bei Ungewil3heit

Gegeben: 1 Investitionsprojekt (irreversibel)
Kosten: | (einmalig)

Gewinn: n(t), t=1,..., unsicher

Orthodoxe Theorie:

Investiere, falls NPV > 0, d.h.

E[i Stﬁ(t)} “1>0

t=1

[8 = (1+r)* Diskontierungsfaktor]

aber:

e kann das Projekt verschoben werden?
e kann das Projekt abgebrochen werden?
e kann das Projekt unterbrochen werden?

=> (Real)Optionen Theorie der Investition

(z.B.: Verzogerungsoption, Abbruch/ Verkaufsoption,
Warteoption, ...)
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Bsp.: 1 =% 1.600
- -1
5=(1,1)

t=0 t=1 t=2
% _» $300 — $300
n(t): $ 200
% * $100 — $100
NPV : E[ 3 Stn(t)] ~
t=0
2004 5t 300+100 | 200

| = —-1600
1 2 EO(ll)t
= £01—1600 = 2200 -1600 = 600 > 0
1- —
11

warte bis "morgen” (t=1):

Falls = =100 => NPV(t=1) = 1100 - 1600 <0
=> nvestiere nicht

n =300 => NPV(t=1) = 3300 - 1600 >0

"neues" Projekt: Warte eine Periode, investiere nur
falls m = 300.
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NPV(t:O)=%-0+%-NP\i(t1:1) % %_779»600

Wert der Flexibilitatsoption: $ 173 (= F)

— $ 200 in Periode 0 (verzichte auf Ertrag heute)

+ | -8l (muld erst in nachster Periode die
Investitionskosten zahlen)

+ $ 300 statt ($ 300 + $ 100) / 2,
Auflésung der Unsicherheit

Bemerkungen:

i 1T=>F7"

(i) pp=%$200T (mitp;=1,5pobzw. p; =0,5 po)
Po < 97 => investiere nie

97 < pg <249 =>Iinvestiereint=1, falls p; = 1,5 pg

Po>249  =>investiereint=0

(iv) MPS: [300/100 — 350/50] => FT

(Zustande 100 (oder 50) sind aquivalent, beide
fihren zu NPV (t=1)=0
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Anwendungen:

e Zinssatz: Der Real-Optionen Ansatz suggeriert, daf3
Unsicherheit Investitionen starker als der Zinssatz
beeinflulit.

e Arbeitsmarkt: "Hiring"- und "Firing"-Costs sind
analog zu Investitions- und Abbruchkosten

Konsequenz der Theorie:
Hohe Unsicherheit => wenige Neueinstellungen

e Hysteresis:
'80 - '84: $T => US-Importe T

-'87: $4 bis zum '80 Niveau, aber Importe fielen
kaum

Schwellenwerte: $> 9%, => investiere
$<$,<<$;, =>desinvestiere

e Olreserven

e Produkteinfiihrung (z.B. Elektroauto)
e R&D

e Ehe

e Selbstmord

e Gesetzesanderungen
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e Mathematisches RUstzeug

1) Stochastische Prozesse
2) Ito's Lemma
3) Dynamische Optimierung bei Unsicherheit

=> 4) Investitionsentscheidung

ad 1):

Hier wird versucht, dynamische Unsicherheit zu
modellieren. Das Ausgangsmodell ist der diskrete
Random Walk, ein Binominal-Modell: Sei t unsicher,
so daf3
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Erwartungswert:
E[m,] = p(m, +Ah)+q(m, — Ah)
=Ty + (p - Q)Ah
El[r, |=n, +t(p—q)Ah = n, + t(2p —1)Ah
Varianz:
Var[r,| = p(rn, + Ah—(n, + (p—q)Ah)Y’
+0(n, — Ah—(m, + (P —@)Ah))’

= p((1+g-p)ah) +q((-1-p+qg)ah)’

= [p(2-2p)" + (1-p)(~ 2p) fahY

= 4(1-p)p(ah)’

Var[rn,|=t-4(1-p)p(AhY
Beachte: Erwartungswert und Varianz sind linear in t.

Jetzt: Mache das Modell kontinuierlich.

() Intervall der Ldnge thatn = i diskrete Schritte
(i) Setze Ah = c+/At
(iii) Setzep = %[H —\/7} undg = %{1——\/7}
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¢ "n" diskrete Schritte
£ ] = EH_ﬁ/
At

= T, +L-EJAt-GJAt
A

t o
=Ty + o -t
Var[nt]:i-4-(}—lg At)(}+lg AtjczAt
At 2 20 2 20
N 2
limAt—0 >1o

Brownsche Bewegung (mit Drift)

dr = adt + cdz

!

Wiener - Prozess

5-28
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Eigenschaften:
e Kontinuierlicher Pfad bei jeder Realisation

e  stationare, unabhéangige Inkremente
[n(t) - =(s) hangt nur von t-s ab]

o 7m(t)~N(mpg+a-t c?-1)

Normalverteilung

o E[dg—?)} existiert nicht

(Grund : AZ A = oAt —> )
At At At
Bemerkungen:

° relativ einfacher kontinuierlicher Prozel}

e Anwendungen: Aktienpreise
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Ito's Lemma

Des ofteren bendétigt man nicht =(t) selber, sondern
eine Transformation F(r(t)) (z.B. Optionspreis). Ito's
Lemma gibt nun an, welchem stochastischen Prozel3
F(=(t)) folgt:

dn(t) = adt + cdz

2
— dF = 9 gr 1 9F (gnf?
dr dr

2
_dF (oudt + odz) + 1d¥ o dt
dn 2

2
T

2
= ad—F+021d—E dt+6d—FdZ
dr 2dr dr

Bemerkung: i.a. o = o(n), o = c(n)

Bsp.: Geometrische Brownsche Bewegung

dn(t) = andt + ondz
F =In(rn)
1 1, ,-1 1

— dF =(om—+—cs T —ZJdt-i-GTC—dZ
Tt 2 T T

= (oc —%szdt +odz



Economics of Information and Uncertainty — SoSe2005 5-31

Dynamische Optimierung

hier: Dyn. Optimierung bei unendlichem Zeithorizont

Sei u die Entscheidungsvariable (z.B. investiere/
Investiere nicht), nt(x,u,t) der instantane Gewinn
(Gewinnflul3), der von der Brownschen Bewegung X
abhangt, so qilt die folgende Bellman-Gleichung.

V(x,t) = m?x{n(x, U )AL + (L+ rat) *E[V(X', t + At)]}

V : Wertefunktion
V(x',t+ At): Wertefunktionbeit+ t,wennx'=x(t+ t)

= rAt- V(x,t) = max

u

{n(x, U, t)AL(L+ rAt) } At

+E[V(X',t+At)-V(x,1)]

=r-V(xt)= mga\x{n(x, u,t)+ %t\/]}
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Investitionsentscheidung

e Investitionsprojekt: Kosten |
Auszahlung P, wobei
dP = aPdt + cPdz
(geom. Brownsche Bew. sinnvoll, da dann P
niemals negativ sein kann.)

o Wert des Projekts, falls investiert wird und P = P*
ISt:

V(P *)=EJe"P(t)dt

*

= Te‘”P *e’dt =
0 N—o
(bendtige: r > o)
e Wert der Option:
falls P grold => investiere => F(P) = V(P) - |

falls P klein => investiere nicht => F(P) = ?
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Bellmann:
1
FP)=0 E[F(P'
(P)= 0+ E[F(P]

r-At-F(P) = E[F(P')-F(P)]

= E[AF(P)]

B 2
=E (OLP-S—F+%GZP23 sz-At+GPgFAZ}
o—" L P P P

Nutze: E[At] = At, E[Az] =0

=r-At-F(P)= (oc P F'+%02P2F' 'jAt

= %GZPZF”(P)Jroc-P-F'(P)—rF(P): 0

= F(P)=AP" + A, P
%GZBi(Bi ~1)+ap,-r=0
(B,>1 B,<0)

aber: immer noch 2 Unbekannte (A, A,)
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Bed.1l. F(0)=0=>A,=0
(GBM: P(t) =0 =>V £ >t: P(t) = 0)

Bed. 2: Smooth Pasting
Investiere, falls P = P*, dann gilt
F(P*) = V(P*) - |
F'(P*) = V'(P¥)

o APz P
! r—a
B,AP 1 = e
r—ao
P*
— (Bl_l) —B1|=0
r—ao
. . P* B,
= Investiere,wenn P =P *mit = I
r-a p;-1

FaN

NPV :Investiere, wenn i = |
r-o
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By
do B, -1

man kann zeigen::

Unsicherheit flhrt zu "spateren” Investitionen.



